1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI
Examen du 4 novembre 2019 - 2h

Le sujet comporte 2 pages. Les documents de cours ainsi que les calculatrices sont interdits. Dans chaque
exercice, il est possible d’utiliser un résultat d’une question précédente sans pour autant l’avoir démontrée.
Une attention toute particuliére devra étre portée sur la qualité rédactionnelle. En particulier, sauf mention
contraire explicite, tout résultat devra étre justifié de maniére compléte et synthétique. Le baréme est donné
a titre indicatif et pourra €voluer.

Exercice 1 (4 points)

Déterminer les ensembles suivants :
L Upen- [0,1 = 1];
2. ﬂnEN* [0 - [’
3. UnEN* [n’ +a [’

1 1

Exercice 2 (3 points)

Soient 2 un ensemble et {A,, : n € N} une partition de Q, i.e., A; N A; = pour tout i # j et Q = UpenA,.
1. Rappeler la définition d’une tribu.

2. Montrer que F = {UjcsA; : J C N} est une tribu sur Q. (On rappelle la convention pour J = 0 :
Ujepd; = 10).

Exercice 3 (3 points)

Soit (X, X, ) un espace mesuré. Soit B € X tel que 0 < pu(B) < co. On pose, pour tout A € X,

wANB)  —
B

1. Rappeler la définition d’une mesure et d’une mesure de probabilité.

u(AlB) =

2. Montrer que u(-|B) est une mesure de probabilité sur (X, X).

3. Supposons a présent que u est la mesure géométrique de parametre 1/2 sur (N, P(N)) définie par
o0
1
=2 5
k=1

Soit B = 2N l’ensemble des entiers pairs. Calculer p(B). Pour k € N, calculer u({k}|B). En déduire que
— 3
p(1B) =" b
k=1

Exercice 4 (7 points)
On considere, pour tout entier n > 1, la fonction f,, définie sur (0, +o0) par

sing zl/m

fn(SC): 72 1+$1/n

1. Enoncer le lemme de Fatou.
2. Enoncer le théoreme de convergence dominée.

3. Montrer que, pour tout n > 1, f,, est intégrable sur (0, c0) par rapport & la mesure de Lebesgue, notée A,
sur R.



4. (a) Exprimer
. . * sinx
lim fn(x) A(dx) en fonction de S —/ 7 A(dx).
1

n—oo [1700)

(b) Montrer que
lim fn(x) A(dx) = 0.

n—oo (0700)

Exercice 5 (5 points)

On considere la fonction F' définie par
&0 2
F(t) —/ e * cos(2tx) dx, teR.
0

1. Enoncer le théoréme de continuité des intégrales & parametres.
2. Enoncer le théoreme de dérivabilité des intégrales a parametres.
3. Montrer que F est de classe C' sur R.

4. Montrer que pour tout t € R, F'(t) 4+ 2tF(t) = 0.

5. (a) En faisant le changement de variables en coordonnées polaires

(2,y) = 6(p. 8) = (pcos(), psin(6)),

/OO /OO e (@) dxdy.
o Jo
(b) En déduire F(0).

(¢) En déduire une expression simple de F.

calculer
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