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Exercice 1:

1. (a) On calcule :
Fn(t) = P[Yn ≤ t] = P[U1 ≤ t1/n] = 0 ∨ (t1/n ∧ 1).

(b) De façon similaire, nous avons pour t ∈ [0, 1]

Hn = P[Vn ≤ t] =
n∏
k=1

P[Yk ≤ t] = 0 ∨ (thn ∧ 1).

Par ailleurs,

Gn = P[Wn ≤ t] =
n∏
k=1

P[Wk ≤ t] = 0 ∨
(
t
∑n

k=1 2
−k ∧ 1

)
= 0 ∨

(
t
∑n

k=1 2
−k ∧ 1

)
= 0 ∨

(
t1−

1
2n ∧ 1

)
.

(c) Clairement, {V ≤ t} ⊂ ∩n≥1{Vn ≤ t}. Réciproquement, ω ∈ ∩n≥1{Vn(ω) ≤ t} signifie que t est un
majorant de {Vn(ω), n ≥ 1} si bien que V (ω) ≤ t par définition de la borne supérieure.

(d) Par continuité à droite d’une mesure de probabilité, nous avons

P[V ≤ t] = P

⋂
n≥1

n⋂
k=1

{Vk ≤ t}

 = lim
n→∞

↓ P[Vn ≤ t] = 1[1,∞)(t),

car limn→∞ hn = ∞. De l’expression de la fonction de répartition, on constate que V = 1 presque-
sûrement.

(e) Par la même continuité à droite, nous avons que

P[W ≤ t] = lim
n→∞

P[Wn ≤ t] = 0 ∨ (t ∧ 1).

On reconnâıt la fonction de répartition d’une loi uniforme.

(f) On commence par calculer la fonction de répartition de (1−Vn) lnn, n ≥ 1, ou plus précisément son
complémentaire à un qui induit quelques simplifications :

P[(1− Vn) lnn ≥ t] = P[Vn ≤ 1− t/ lnn] =


0 si t > lnn(
1− t

lnn

)hn si t ∈ [0, lnn]
1 si t < 0

∼n→∞ 1[0,∞)(t)e
−t + 1(−∞,0)(t).

Ceci montre la convergence vers une loi exponentielle de paramètre 1.

2. (a) On applique la loi forte des grands nombres de Kolmogorov en remarquant que (ψ(Un))n≥1 est i.i.d.
et ψ(U1) ∈ L1. De plus

lim
n→∞

1

n
(ψ(X1) + · · ·+ ψ(Un)) = E[ψ(U1)] = I.

(b) Pour tout n ≥ 1, Xn est σ(U2n−1, U2n). Or, par le caractère i.i.d. de (Un)n≥1, on obtient que
(σ(U2n−1, U2n))n≥1 est une famille indépendante de sous-tribus.

(c) La variable aléatoire X1 suit une loi de Bernoulli de paramètre p. Par le théorème de Fubini, on
obtient

p =

∫
[0,1]2

1y<ψ(x) dxdy =

∫ 1

0

∫ ψ(x)

0
dydx = I.

Par conséquent, par la loi forte des grands nombres, on a également que

lim
n→∞

1

n
(X1 + · · ·+Xn) = E[X1] = I.
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(d) On calcule

V[ψ(U1)] = E[ψ(U1)
2]−E[ψ(U1)]

2 =

∫ 1

0
ψ(x)2 dx− I2 et V[X1] = I − I2.

(e) On remarque que ψ(x)2 ≤ ψ(x) si bien que V[ψ(U1)] ≤ V[X1]. Nous choisirons la méthode dont
la variance est la plus faible. Cet exercice met en exergue l’importance du choix de la méthode de
simulation par Monte-Carlo.

Exercice 2 (1 points)

1. On calcule par indépendance

ϕn(t) = E[eitSn ] =
n∏
k=1

E[eitXk ] = e(1−e
it)

∑n
k=1 λk = esn(1−e

it).

2. Pour tout n ≥ 1, Sn suit une loi de Poisson de paramètre sn. De là, on déduit que E[Sn] = V[Sn] = sn.

3. Comme Xk ≥ 0 pour tout k ≥ 1, il vient que (Sn)n≥1 est une suite croissante de variables aléatoires et
donc converge dans R+ vers S = supn≥1

4. (a) Par convergence monotone, nous obtenons

E[S] = lim
n→∞

E[Sn] = lim
n→∞

sn =
n∑
k=1

λk <∞.

(b) L’inégalité de Markov implique S <∞ presque-sûrement.

(c) Par convergence dominée, nous avons

E[eitS ] = lim
n→∞

E[eitSn ] = e(1−e
it)

∑∞
k=1 λk .

Ceci montre que S suit une loi de Poisson de paramètre
∑∞

k=1 λk.

5. (a) Soit r ≥ 0. Comme S = supn≥1 Sn, on remarque {S > r} = ∪n≥1{Sn > r}. Puis par continuité à
gauche des mesures, on obtient

P[S > r] = P

⋃
n≥1
{Sn > r}

 = lim
n→∞

P[Sn > r] = lim
n→∞

e−sn
∞∑

k=brc+1

skn
k!

= 1− e−sn
brc∑
k=0

skn
k!︸ ︷︷ ︸

−→n→∞0

.

La dernière limite est obtenue par croissance comparée. Puis, on remarque que

P[S =∞] = P[∩∞k=0{S > k}] = 1.

D’où S =∞ presque-sûrement.

(b) On remarque que

Yn =
1

sn

n∑
k=1

(Xk − λk),

et donc, par le lemme de Kronecker, il s’agit de montrer que la convergence de la série∑
n≥1

Xn − λn
sn

.

Pour ce faire, nous pouvons calculer la variance de la série en utilisant l’indépendance et l’inégalité
indiquée

V

∑
n≥1

Xn − λn
sn

 =
∑
n≥1

V

[
Xn − λn

sn

]
=
∑
n≥1

λn
s2n
≤ 1

λ21
+
∑
n≥2

[
1

sn−1
− 1

sn

]
=

2

λ21
.
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(c) Nous pouvons calculer la fonction caractéristique de
√
nYn :

E[eitYn ] = ϕn(t/
√
sn)e−it

√
sn = exp(sn(1− eit/

√
sn)− it

√
sn)

= exp

(
sn

[
it
√
sn
− t2

2sn
+ o(s−1n )

]
− it
√
sn

)
→ e−t

2/2.

Ainsi,
√
nYn converge en loi vers une loi normale centrée réduite.

Exercice 3 (1 points)

1. (a) On calcule, pour n ≥ 1, (n = 0 est immédiat), par indépendance

E[Mn] = (coshα)−nE[eαSn ] = (coshα)−nE[eαX1 ]n = 1.

(b) Par la loi des grands nombres

M
1
n
n = exp(α

Sn
n
− ln coshα)→ e− ln coshα < 1.

(c) Nous avons E[|Mn|] = 1 qui ne tend pas vers 0 donc Mn ne converge pas dans L1.

2. (a) Soit ω ∈ {lim supn→∞ Sn(ω) = ∞} alors il existe une sous-suite nk = nk(ω) tel que Snk
(ω) = k.

Ainsi, Sn1(ω) = 1 et T (ω) = nk(ω) <∞.

(b) L’événement {lim supn→∞ Sn = ∞} est un évévement asymptotique associée à la suite (Xk)k≥1 qui
est i.i.d.. Ainsi, P[lim supn→∞ Sn =∞] ∈ {0, 1}.

(c) Tout d’abord, nous avons clairement

lim sup{Sn ≥ a
√
n} ⊂ {lim sup

n→∞
Sn = +∞},

d’où la première inégalité. Puis, par continuité à droite des mesures,

P
[
lim sup{Sn ≥ a

√
n}
]

= lim
n→∞

P

[⋃
k=n

{Sk ≥ a
√
k}

]
≥ lim

n→∞
sup
k≥n

P[Sk ≥ a
√
k],

où la dernière inégalité provient de la croissance d’une mesure. Plus précisément, soit n ≥ 1, alors
pour tout k ≥ n, nous avons

{Sk ≥ a
√
k} ⊂

⋃
k≥n
{Sk ≥ a

√
k} =⇒ P[Sk ≥ a

√
k] ≤ P

⋃
k≥n
{Sk ≥ a

√
k}

 .
La quantité à droite étant indépendante de k, il est possible de prendre le sup sur k à gauche.

Enfin, l’égalité lim supn→∞P[Sn ≥ a
√
n] = 1− Φ(a) provient de la loi des grands nombres.

(d) Comme a > 0, 1 − Φ(a) > 0. La question 2(b) implique lim supn→∞ Sn = +∞ presque-sûrement.
Puis T <∞ presque-sûrement par la question 2(a).

3. (a) Nous avons 1T<∞(n∧T ) qui converge presque-sûrement vers T1T<∞
1. Par composition, nous avons

donc que Zn1T<∞ converge presque-sûrement vers MT1T<∞ = eα(coshα)−T1T<∞.

(b) Zn ≥ 0 car Mn ≥ 0. Puis, on remarque que, pour tout n ≥ 0, Sn∧T ≤ 1 presque-sûrement d’où
Zn ≤ eα. On conclut à la convergence dans L1 par convergence dominée.

4. (a) Nous avons d’une part queMk/Mk−1 est σ(Xk)-mesurable et d’autre part queMk−11T≥k est σ(X1, . . . , Xk−1)-
mesurable. Ainsi, par indépendance de la suite (Xk) on obtient l’indépendance des deux variables
aléatoire.

1. En fait, plus généralement, n ∧ T converge presque-sûrement vers T dans R+
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(b) L’égalité est immédiate par définition de T . Puis, on peut calculer l’espérance en utilisant l’indépendance :

E[Zn] = E[M0] +
n∑
k=1

E[Mk−11T≥k]E

[
Mk

Mk−1

]
− 1.

Puis, on remarque que

E

[
Mk

Mk−1

]
=

E[eαXk ]

coshα
= 1.

D’où, pour tout n ≥ 1, E[Zn] = 1.

(c) Des questions précédentes, on obtient :

1 = lim
n→∞

E[Zn] = lim
n→∞

E[Zn1T<∞] = E[MT ] = eαE[(coshα)−T ].

(d) Il suffit de poser s = coshα et de remarquer que α → coshα est une bijection de (0,∞) dans
lui-même.

Ce document est mis à disposition selon les termes de la licence Creative Commons
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