
1ère année Probabilités générales - Cursus Mathématiques ENSAI

Examen du 20 décembre 2018 - 2h30

Le sujet comporte 2 pages. Les documents de cours ainsi que les calculatrices sont interdits. Dans chaque
exercice, il est possible d’utiliser un résultat d’une question précédente sans pour autant l’avoir démontrée.
Une attention toute particulière devra être portée sur la qualité rédactionnelle. En particulier, sauf mention
contraire explicite, tout résultat devra être justifié de manière complète et synthétique. Le barême est donné
à titre indicatif et pourra évoluer.

Exercice 1 (5 points)

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. admettant un moment d’ordre 3 et telle que E(X1) = 0
et V(X1) = 1. Considérons d’autre part (Gn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de loi normale
N (0, 1) indépendante de (Xn)n≥1. On note Tn = 1√

n

∑n
k=1Xk et pour k = 1, . . . , n

Uk =
1√
n

(X1 + · · ·+Xk +Gk+1 + · · ·+Gn), U0 =
1√
n

n∑
i=1

Gi, et Un = Tn.

1. Quelle est la loi de U0 ?

2. On pose, pour k = 1, . . . , n, Vk = Uk −Xk/
√
n. Montrer que Vk = Uk−1 −Gk/

√
n.

3. Soit f : R→ R une fonction C3 dont la dérivée troisième est bornée.

(a) En écrivant Uk et Uk−1 en fonction de Vk et en utilisant un développement de Taylor au point Vk,
montrer que

|E[f(Uk)]−E[f(Uk−1)]| ≤
c

n3/2
,

où c > 0 est une constante que l’on déterminera.

(b) Soit G de loi N (0, 1). Montrer que

|E[f(Tn)]−E[f(G)]| ≤ c√
n
.

Quel théorème bien connu a-t-on redémontré (sous des hypothèses plus fortes cependant) ? Justifier.

Exercice 2 (5 points)

Soient f : [0, 1] → R une fonction continue et (Un)n≥1 une suite variables aléaroires i.i.d. de loi uniforme sur
[0, 1]. On note pour tout x ∈ [0, 1]

∀n ≥ 1, Sn(x) =

n∑
k=1

1[0,x](Uk), Mn(x) =
Sn(x)

n
, et Bn(x) = E[f(Mn(x))].

1. (a) Quelle est la loi de Sn(x), sa moyenne, sa variance ?

(b) Montrer que Bn est un polynôme.

2. (a) Montrer que pour tout x ∈ [0, 1], limn→∞Bn(x) = f(x).

(b) Établir l’inégalité

∀x ∈ [0, 1], ∀η > 0, P(|Mn(x)− x| > η) ≤ x(1− x)

nη2
≤ 1

4nη2
.

(c) En déduire que (Bn) converge vers f uniformément sur [0, 1] — on pourra remarquer que |Bn(x)−
f(x)| ≤ E[|f(Mn(x)) − f(x)|] et utiliser l’inégalité précédente. Quel théorème bien connu a-t-on
redémontré ?
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Exercice 3 (4 points)

Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires i.i.d., centrées, de variance σ2. On considère en outre une suite
(Nn)n≥0 de variables aléatoires à valeurs dans N∗, indépendante de la suite (Xn)n≥0. Montrer que si Nn →∞
p.s. quand n→∞ alors Zn = SNn/

√
Nn converge en loi vers une variable aléatoire que l’on déterminera.

Problème 4 (8 points)

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes tel que, pour tout n ≥ 1, E(Xn) = 0 et
V = sup{V(Xn) : n ≥ 1} <∞. On cherche à montrer

∀ε > 0, lim sup
n→∞

|Sn|
n1/2(lnn)1/2+ε

= 0, p.s. où Sn = X1 + · · ·+Xn. (1)

Ce résultat découle d’une inégalité dûe à Kolmogorov ; la partie I du problème est consacrée à la démonstration
de cette inégalité. La seconde partie sera dévolue à la démonstration du résultat (1) qui est un rafinement de
la loi des grands nombres.

Partie I

L’objectif de cette partie est d’établir que pour tout t > 0

P(max{|Sk|, k = 1, . . . , n} ≥ t) ≤ V(Sn)

t2
. (2)

On fixe t > 0 et n ≥ 1 une fois pour toute et on définit

τ = min
{
k ∈ {1, . . . , n} : |Sk| ≥ t

}
.

Pour k = 1, . . . , n, on note Ak = {τ = k}.

1. Montrer que A1, . . . , An sont deux à deux disjoints et que
{

max{|Sk| : k = 1, . . . , n} ≥ t
}

=
⋃n
k=1Ak.

2. Montrer que Sk1Ak
et Sn − Sk sont indépendantes. En déduire que E(Sk1Ak

(Sn − Sk)) = 0.

3. Montrer que 1∪nk=1Ak
≤ 1 p.s.. En déduire que

∑n
k=1E[(Sk)

21Ak
] ≤ V(Sn).

4. En déduire l’inégalité (2) de Kolmogorov.

Partie II

Soit ε > 0. On note, pour tout n ≥ 1, `(n) = n1/2(lnn)1/2+ε. On cherche donc à montrer que lim supn→∞
|Sn|
`(n) = 0

presque-sûrement.

1. Montrer que, pour tout n ≥ 1 et k ∈ N tel que 2n ≤ k ≤ 2n+1, |Sk|
`(k) = O

(
|Sk|
`(2n)

)
.

2. Soit δ > 0, on note Aδn =
{

max{|Sk| : 1 ≤ k ≤ 2n} > δ`(2n)
}

. Montrer que
∑∞

n=1P(Aδn) <∞.

3. En déduire que
lim sup
n→∞

`(2n)−1 max
{
|Sk| : k ≤ 2n

}
≤ δ, p.s..

4. Conclure.

Ce document est mis à disposition selon les termes de la licence Creative Commons
“Attribution - Partage dans les mêmes conditions 4.0 International”.
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